Trigonometri

Trigonometri

Ordet trigonometri er sammensat af de to ord trigon og metri, hvor trigon betyder trekant og
metri kommer af det graeske ord metros, som kan oversattes til maling. Sa ordet
trigonometri er altsa et fremmedord, der betyder maling af trekanter.

Store konstruktioner

Inden vi skal i gang med trigonometrien skal | arbejde med, at afsaette store figurer. Det kan
fx veere pa skolens idreetsplads eller et andet stort greesareal. | skal arbejde sammen i grupper
med mindst tre deltagere i hver gruppe.

Materialer til hver gruppe:

e Landmalerstokke eller hegnspzale

e Maleband eller meterhjul

e Stor vinkelmaler — teodolit, tavlevinkelmaler eller lignende
e Lang flagsnor

@Ovelse 1.
Udfgr de store konstruktioner pa Arbejdskort 1 - 4

Maling af hgjde

Ofte vil det veere svaert at male hgjden af en flagstang, et
hgjt tre eller en hgj antennemast.

Derfor har man fundet pa forskellige metoder til at Igse
dette problem.

Materialer til hver gruppe:

Landmalerstokke eller rundpinde
Maleband

Lineal

Jakobsstav

Klinometer

Teodolit

Adgang til geometriprogram fx GeoGebra

Ovelse 2.
Udfgr de malinger, der er angivet pa Arbejdskort 5 — 8.
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Trigonometri

Trekantsmaling

Billedet viser, hvordan man har brugt trekanter, nar Danmark
skulle opmales.

Tegningen er fra 1986 og udfgrt af Geodaetisk Institut.

Materialer til hver gruppe:

Landmalerstokke eller hegnspeele
Maleband

Lineal

Jakobsstav

Klinometer

Teodolit

Adgang til geometriprogram fx GeoGebra

Ved trekantsmaling er det muligt at bestemme afstande, som normalt vil veere svaere at male.
Det kan fx veere afstanden til et tree pa den modsatte sgbred.

Ovelse 3.
Brug Arbejdskort 9 — 12 og udfer de foresldede malinger og undersggelser.
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GeogeBra til trigonometri

Nér GeoGebra abnes ser man dette s

Trigonometri

keermbillede.

GenGebra
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Hgj den af et tree

Trigonometri

Skitsen er fremkommet ved, at nogle elever har
foretaget malinger for at bestemme hgjden pa et tree.

Ud fra skitsen herunder kan man bestemme hgjden af
treeet ved at tegne og male i GeoGebra.
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Dette gores ved at veelge vaerktgjet Linjestykke

med given laengde.

Tegn en linje med laengden 20 (der er ingen
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Leeg maerke til, at der til hgjre for veaerktgjslinjen
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Trigonometri

Skaeringspunktet mellem den vinkelrette linje og vinkelbenet konstrueres med
punktveerktgjet Skaering mellem to objekter.

Til slut males afstanden mellem de to /
punkter, der markerer traeets top og den c
vandrette linje. Dette ggres ved at bruge
vinkel- og malevaerktgjet Langde.

Da malingen af vinklen er sket i ca. 1,8 etz
meters hgjde, kan traeets hgjde

beregnes ved dette regneudtryk:

12,5+1,8=14,3

Trzaeet har derfor en hgjde pa ca. 14 meter.

@velse 4.

Find nogle hgje genstande i naerheden af skolen og mal sigtevinklen, afstanden til genstanden
og afstanden fra gjet til jordoverfladen.

Bestem derefter hgjden af genstanden ved at bruge GeoGebra.

@velse 5.
Skitsen herunder viser resultatet af en maling.
Brug GeoGebra til at bestemme hgjden af treeet.
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Trigonometri

Maling pa foto

Ved at tage foto med et digitalkamera og
derefter leegge billedet ind i GeoGebra, kan
man fx bestemme hgjden af traeet midt i
billedet.

Landmalerstokken til venstre er placeret, sa
den star vinkelret pa linjen kamera-tree.

Afstanden mellem landmalestokken til venstre
og traeet er malt til 10 meter.

Nar billedet er taget skal det gemmes pa
computeren. Dernaest skal det indsaettes i GeoGebra.
Det ggres ved at bruge vaerktgjet Indsaet billede.
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Nar billedet er indsat, er det en god ide at lase billedets to nederste hjgrner til punkter i
koordinatsystemet.

Dette ggr man ved at hgjreklikke pa billedet — vaelge egenskaber. | den dialogboks, der
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Hgjden af traeet kan derfor beregnes ved at
skrive: hgjde=10/a*c 2
i Input linjen. Resultatet vises som variablen
hgjde=13.81 i algebravinduet.

Traeets hgjde er derfor ca. 14 meter. Sinout
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Trigonometri

@velse 6.
Tag et billede af en hgj genstand, og brug fremgangsmaden, der er beskrevet ovenfor, og
bestem genstandens hgjde.

Enhedstrekanten
Enhedstrekanten er en retvinklet trekant, hvor hypotenusen har laengden 1.

0.899

Tegningen viser en enhedstrekant, hvor vinkel A er 26°.

@Ovelse 7.

e Hvad er stgrrelsen af linjestykkerne a og b?

e Hvad sker der med stg@rrelsen af a og b, nar man a&ndrer pa stgrrelsen af vinkel Ai en
enhedstrekant?

Undersgg enhedstrekanten

@velse 8.

Tegn en enhedstrekant i GeoGebra og undersgg, hvordan stgrrelsen af a og b sendrer sig, nar

vinkel A &ndres. Skriv resultaterne i et skema, som vist herunder.

ZA 10° 90°

a

b
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Trigonometri

@Ovelse 9.
Brug resultaterne fra @velse 8. og beregn storrelsen af de manglende sider i trekanterne, der
er vist herunder.

10 m

30°
]
15 m
30°
]
20cm
40°
®
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Trigonometri

Sinus og cosinus
Tegningen viser en enhedstrekant, hvor de to kateter er a og b. Hypotenusen har la&ngden c.

Lengden af vinkel A's modstdende katete i enhedstrekanten er sinus til A.
Det skrives sin A.

Lengden af vinkel A's modstaende katete i enhedstrekanten er cosinus til A.
Det skrives cos A.

1 -—— Modstaende
sin katete
A ¥ L J
cos A f c
Hosliggende
katete

Veaerdierne sin A og cos A afhanger kun af stgrrelsen af vinkel A.

Lommeregner, regneark og andre regnetekniske hjelpemidler kan beregne vardien af sinus
og cosinus til en vinkelstgrrelse.

Ovelse 10.
Brug et regneteknisk hjeelpemiddel til at bestemme sinus og cosinus til forskellige
vinkelstgrrelser, og skriv resultatet i et skema, som vist herunder.

ZA 0° 12° 27° 45° 63° 76° 80° 87° 90°

sin A

cos A

Hvis man kender leengden af en side og st@rrelsen pa en af de vinkler, der ikke er ret i en
retvinklet trekant, er det muligt at beregne lengden af de andre sider.

@Ovelse 11.
Beregn l&ngden af siderne a og b i den
retvinklede trekant til hgjre.
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Trigonometri

Ovelse 12.

| en retvinklet trekant er vinkel A 57° og hypotenusen er
12 cm.

Beregn l&ngderne af de to kateter.

@Ovelse 13.
Beregn stgrrelsen af hypotenusen i trekanten til hgjre.

Den retvinklede trekant c
| den retvinklede trekant til hgjre er stgrrelsen af en
vinklerne kendt!

Den katete, som ligger hos den kendte vinkel bliver kaldt
Den hosliggende katete. Modstaende

katete Hypotenuse

Den katete som ligger modsat den kendte vinkel bliver
kaldt Den modstdende katete.

| regneudtrykket herunder betyder Modstdende katete

leengden af den modstaende katete. Hosliggende

katete

Modstéende katete = sin(v) - Hypotenuse

Ovelse 14.
Hvordan kan man ud fra kendskabet til enhedstrekanten give en forklaring pa regneudtrykket
herover?

@velse 15.
Skriv et tilsvarende regneudtryk, hvor det er cos(v) og Den modstdende katete, der indgar.

| formelsamlingen star disse to formler:

. _ den modstaende katete _ den hosliggende katete
sin v = Cos V =
hypotenusen hypotenusen

@velse 16.
Udtaenk et reesonnement for, hvordan man kan veere kommet frem til de to formler.
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Trigonometri
Tangens

Ovelse 17.
e Tegn tre forskellige retvinklede trekanter, hvor den ene vinkel er 41°.

e Mal lengderne af kateterne i hver trekant — skriv resultaterne i skema, som vist herunder.
Modstdende katete
Hosliggende katete’

e Erforholdet det samme for de tre trekanter?
e Undersgg retvinklede trekanter med andre vinkelstgrrelser.

e Beregn forholdet

Trekant 1 Trekant 2 Trekant 3

Hosliggende katete

Modstaende katete

Modstiende katete
Hosliggende katete

Forholdet mellem den modstaende katete og
den hosliggende katete i en retvinklet trekant
kaldes tangens til vinklen.

Modstaende katete
Hosliggende katete

tan(v) =

Tangens til en vinkel kan bestemmes ved
hjelp af et regneteknisk hjelpemiddel.

Modstaende Hypotenuse
katete
Ovelse 18.
Brug et regneteknisk hjeelpemiddel til at
bestemme tangens til 41°.
v

Hosliggende
katete
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Trigonometri

@velse 19.

En gruppe elever vil bestemme hgjden pd en antenne, som star i nerheden af skolen.

33°

50 meter

Skitsen herover viser de mal, som de har taget.
e Beregn antennens hgjde.

@velse 20.
Skitsen viser en grund med to rette vinkler.
e Beregn grundens omkreds.
e Beregn arealet af grunden.
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Trigonometri

Maling og beregning i retvinklede trekanter

og en afstand beregne lzengden af de andre to afstande i en retvinklet
trekant,

@velse 21. .

Find forskellige hgje genstande. Mal sigtevinkel og en afstand og
beregn de manglende afstande.

Ved at bruge de trigonometriske funktioner kan ved at male en vinkel .

Det er ikke kun hgjder, der kan males. Tegningen herunder er en
skitse, hvor man ser et hus ovenfra og gnsker at bestemme afstanden
fra et punkt til hjgrnet af huset. Laeg maerke til, at der er en retvinklet
trekant pa skitsen.

Ovelse 22.
Brug metoden, der er vist herover og bestem afstande ved at male en vinkel og en sideleengde
i en retvinklet trekant.
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Trigonometri

Vinkelstgrrelse

Nar man arbejder med trekanter kan man have brug for
at bestemme stgrrelsen af vinklerne.

Alle kender den retvinklede 3 — 4 — 5 — trekant. Men hvad

er stgrrelsen af de to vinkler der ikke er rette?

Dette problem og andre tilsvarende problemer kan let
Igses ved at konstruere trekanten i GeoGebra.

Her er vist, hvordan en sadan konstruktion kan veere
foretaget.

Nar konstruktinen er feerdig, skal man bruge vaerktgjet
Vinkel til at male st@rrelserne pa de to vinkler, der ikke
er rette.

Ovelse 23.
e Brug GeoGebra og konstruer
en retvinklet 3 —4 — 5 — trekant.

e Brug veerktgjet Vinkel og bestem stgrrelsen af de
to vinkler, der ikke er rette.

Ovelse 24.

En trekant har sideleengderne 7 cm, 9 cm og 12 cm.
Brug GeoGebra til at bestemme stgrrelsen pa hver af
de tre vinkler.

@Ovelse 25.

Skitsen viser gavlen pa et hus.

Tagets haldning kan angives som vinklen mellem
vandret og taget.

Husets bredde er 10 meter og gavlspidsen har form
som en ligebenet trekant med en sideleengde pa 7,5
meter.

e Brug GeoGebra til at bestemme tagets haldning.

Ovelse 26.
Undersgg gavle — fotografer evt. med et digitalkamera

is Indstillinger Veerktgj Vindue Hjeelp

(2] @) ) [#] vinket: Kiik pa tre g

Vinkel
Klik pa tre punkter eller to linjer

. W

Tagheeldning

og brug GeoGebra til at bestemme haldningen pa tagene.
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Trigonometri

Beregning af vinkelstgrrelser i den retvinklede trekant
Ved at bruge forskellige regnetekniske hjelpemidler er det muligt at bestemme stgrrelsen af
en vinkel, hvis man kender sinus, cosinus eller tangens til vinklen.

Nar man vil beregne stgrrelsen af en vinkel, hvor man kender vaerdien for sinus, skal man
bruge den inverse funktion til sinus.

Den funktion kan skrives pa forskellige mader.
| denne fremstilling bruges skrivemaden sin™~! for den inverse funktion til sinus, men ofte
bruges betegnelsen arcsin for denne funktion. Dette gaelder fx regneark.

Ovelse 27.
Brug din lommeregner til at beregne stgrrelsen af vinklerne nar

- sinA=0,5

- cosB=0,5

- tanC=1,2

- sinD= ¥z

2
B
Hvis man skal beregne stgrrelsen af en vinkel i den c
retvinklede trekant kan man bruge fglgende
regler. a
=1 () 4= o (2) g a1 )
A = sin (C) A = cos (C ,0g A =tan > _4
A b C

Ovelse 28.

| en retvinklet trekant ABC er kateten a = 7 cm og kateten b =9 cm.
e Beregn lengden af hypotenusen c.
e Beregn st@rrelsen af de to vinkler, der ikke er rette.

@Ovelse 29.
| en retvinklet trekant er den hypotenusen dobbelt sa lang som den korte katete.
Beregn stg@rrelsen af vinklerne i trekanten.
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Trigonometri

Fra formelsamlingen
Trigonometri

B
Siden b er den hosliggende katete til ZA.
hypotenuse
a c Siden a er den modstaende katete til ZA.
katete
C b A
katete
Om sinus til en spids vinkel v i en retvinklet
B trekant geelder:
c __ den modstaende katete
sinv =
a hypotenusen
( sinA= 2
C b A c
Om cosinus til en spids vinkel v i en retvinklet
B trekant geelder:
c cos v = den hosliggende katete
a hypotenusen
cosA=L
C b A c
Om tangens til en spids vinkel v i en retvinklet
5 trekant gaelder:
S~ ¢ tan v = _den modstaende katete
a den hosliggende katete
\.‘I?\\ tan A = a
c s A b

Kilde: Formelsamling til folkeskolens afsluttende prgver i matematik — Skolestyrelsen
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Trigonometri

Arbejdskort 1

Skitsen herunder viser en trekant, som skal afsaettes pa skolens boldbane.
Hjgrnerne markerer | med pinde og siderne med snor.

12 m

e Mal stgrrelsen af de tre vinkler og kontroller at summen bliver 180°.

Niels Jacob Hansen november 2010
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Trigonometri

Arbejdskort 2

Skitsen herunder viser en trekant, som skal afsaettes pa skolens boldbane.
Hjgrnerne markerer | med pinde og siderne med snor.

e Mal stgrrelsen af de to andre vinkler og kontroller at summen bliver 180°.
e Mal laengden af siden a.
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Trigonometri

Arbejdskort 3

Skitsen herunder viser en regulaer, som skal afsaettes pa skolens boldbane.
Hjgrnerne markerer | med pinde og siderne med snor.

70°

8 m

60°

e Mal stgrrelsen af de to andre sider.
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Trigonometri

Arbejdskort 4

Skitsen herunder viser en regulaer sekskant, som skal afsaettes pa skolens boldbane.
Hjgrnerne markerer | med pinde og siderne med snor.

e Redeggr for jeres fremgangsmade (Det kunne eventuelt podcastes!)
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Trigonometri

Arbejdskort 5

e Bestem hgjden af skolens flagstang eller en anden hgj genstand.
Materialer: Stok, maleband og solskin.

Denne gvelse kan kun udfgres, nar Solen skinner.
Fremgangsmade

— Seet pinden fast i jorden

- Mal leengden af den synlige del af pinden.

- Mal leengden af pindens skygge.

- Mal leengden af flagstangens skygge.

- Tegn en skitse med resultaterne.

Flagstang

Pind

e Nar | kommer tilbage til klassen skal | fremstille en tegning i et passende
malestoksforhold, sa | kan bestemme flagstangens hgjde.
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Trigonometri

Arbejdskort 6

e Bestem hgjden af skolens flagstang eller en anden hgj genstand.
Materialer: Hgjdemaler og maleband.

Skitsen herunder viser, hvordan man kan bruge hgjdemaleren til at bestemme sigtevinklen til
flagstangen.

%
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~N
~
~
~
~
~
N Sigtelinje
\
~
~
Flagstang N
~
~
~
-
~
~
~N
~
N
~
~
~
~
Sigtevinkel _
s dje

e Tag de mal, som | mener, er ngdvendige for at kunne fremstille en tegning i et bestemt
malestoksforhold.

e Tegn en skitse og skriv malene pa.
e Nar | kommer tilbage til klassen skal | fremstille en tegning, sa | kan bestemme treeets
hgjde.
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Trigonometri

Arbejdskort 7

Bestem hgjden af skolens skorsten eller en anden hgj genstand.
Materialer: Jakobsstav og maleband.

Skitsen herunder viser, hvordan man kan bruge jakobsstaven, nar man vil bestemme hgjden
af skolens skorsten.

e Skorsten

Jakobsstav

e Tag de mal, som | mener, er ngdvendige for at kunne fremstille en tegning i et bestemt
malestoksforhold.

e Tegn en skitse og skriv malene pa.
e Beregn skorstenens hgjde.
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Trigonometri

Arbejdskort 8

e Bestem hgjden af et tree eller anden hgj genstand.
Materialer: Digitalkamera, stok og maleband.

En gruppe elever brugte et digitalkamera, da de skulle bestemme hgjden af et tree.
Fotografiet og skitsen viser, hvordan de gjorde.

genstanden skal veere midt i billedet!

Afstanden fra foden af traeet til stokken malte de til 10 meter.

16
14 c

12

|
|
|
|
|
|
|
|
| 10
|
| 8 ?lc Treeets hgjde =13.8
|
I 6
|
! 4
|
I 2 »L—J—T_"JB
! 10m :
| 0 g 4
I 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
| Fotograf
X
|

e Find en hgj genstand, og placer stok og fotograf pa samme made som eleverne.

e Tag et billede.

e Nar | kommer tilbage til klassen, kan | enten laegge billedet ind i et geometriprogram eller
printe det ud.

e Bestem hgjden pa flagstangen.
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Trigonometri

Arbejdskort 9

e Bestem afstanden til et tree.
Materialer: Teodolit, maleband og landmalerstokke.

Afstanden fra A til traeet i punkt B, kan selvfglgelig bestemmes ved at bruge malebandet. Men
hvad nu hvis traeet star pa den anden side af en a eller et stort vandhul.
Hvordan skal man sa ggre?

Skitsen herunder viser, hvordan et trae er placeret pa den anden side af en bred a.

B

Find et trae, og forestil jer, at der er en bred 3@ mellem jer og traeet.

Tag de ngdvendige mal

Tegn en skitse.

Tilbage i klassen skal | fremstille en tegning i et bestemt malestoksforhold og bestemme
afstanden til treeet.
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Arbejdskort 10

e Bestem afstanden mellem to traeer, der star pa den modsatte side af en a.
Materialer: Teodolit, maleband og landmalerstokke.

Afstanden mellem de to treeer i punkt A og punkt B skal findes. Det er ikke muligt at komme
over pa den anden side af aen for blot at male afstanden.

e Valg to traeer, der er et stykke vak.

e Overvej og diskuter, hvordan | vil bestemme afstanden mellem de to traeer, nar | ikke kan
male afstanden direkte.

e Szt landmalerstokke i jorden og foretag, de leengde- og vinkelmalinger, som | mener, er
ngdvendige.

e Tegn en skitse med mal.

o Tilbage i klassen skal | beregne eller tegne jer frem til afstanden mellem de to treeer.
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Trigonometri

Arbejdskort 11

Pa den modsatte side af motorvejen star en antennemast. Vi vil gerne bestemme hgjden af
antennemasten, men ma ikke male pa tveers af motorvejen. Der kan komme biler!

En gruppe elever har lavet fglgende skitse af, hvordan de lgste problemet.

Sig‘[elinje1 i P
-7 _ -~ Sigteline,
- - I Antenne
- - ~
_ - - P -~
- -
o gl O
‘r_ ————————— -&H ——————————————————————————
Jakobsstav
A B

Fgrst foretog de en maling i punkt A. Derefter gik de frem til punkt B og udfgrte en
tilsvarende maling.

e Bestem hgjden af en antennemast eller lignende ved at bruge den samme
fremgangsmade.

Materialer: Klinometer, hgjdemaler eller jakobsstav og et maleband.

e Foretag de ngdvendige malinger.
e Tegn en skitse med mal.

e Tilbage i klassen tegner i et passende malestoksforhold og bestemmer hgjden af
antennen.
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Trigonometri

Arbejdskort 12

Trekantsmaling eller trigonometri har tidligere vaeret brugt i forbindelse med tegning af
landkort.

Det tager lang tid, at fremstille et kort, sa i denne opgave, skal | kun indtegne et antal traeer,
hjgrner af bygninger.

Hjaelpemidler: Teodolit, maleband.

Eksemplet er fra en gruppe der er i gang med at male op.

Skitse af have med legehus,
treeer og guldfiskedam

e Find et passende sted og foretag de ngdvendige malinger. Det er nok med en
leengdemaling!

e Tegn en skitse med mal.

e Tilbage i klassen tegner i et kort i et passende malestoksforhold.
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